Facultad de Ciencias

Agricolas y Pecuarias Articulo: COMEII-22010

VIl CONGRESO NACIONAL DE RIEGO,
DRENAJE Y BIOSISTEMAS
Teziutlan, Puebla., del 23 al 26 de noviembre de 2022

BUAP.

SOBRE LA INFILTRACION FRACCIONARIA

Fuentes Carlos?’; Alcantara-L6pez Fernando?; Fuentes-Morales Daniel?

linstituto Mexicano de Tecnologia del Agua. Paseo Cuauhnahuac NUm. 8530, col. Progreso, Jiutepec,
Morelos. C.P. 62550.

cfuentes@tlaloc.imta.mx (*Autor de correspondencia)

2Departamento de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad Nacional Auténoma de México.
Circuito Exterior S/N, ciudad de México, México.

Resumen

Se presentan las ecuaciones diferenciales, que resultan de los principios de conservacion
de la masa y de cantidad de movimiento a través de la ley de Darcy, para describir los
procesos de transferencia de masa y energia en el suelo especialmente en el fenémeno
de la infiltracion. En particular se considera la ecuacion diferencial en la cual el espacio
es una funcion de la cantidad de agua y del tiempo, en lugar de que la cantidad de agua
es funcion del espacio y del tiempo, tal y como fue considerado por Philip para deducir la
solucion en serie en la raiz cuadrada del tiempo, valida en tiempos cortos. En la ecuacién
diferencial la derivada parcial entera del espacio con respecto al tiempo se remplaza por
una derivada fraccionaria en el sentido de Caputo para tomar en cuenta los procesos de
memoria en el transito del agua a través del medio poroso. Con estas consideraciones
se ha deducido una solucién en serie del fendmeno de la infiltracion, pero en funcion del
tiempo elevado a la mitad del orden fraccionario de la derivada temporal; cuando este
orden es la unidad se obtiene como caso particular la solucion clasica de Philip. Para
extender la ecuacion diferencial fraccionaria temporal asi deducida a todo tiempo de la
infiltracion, se han retomado y adaptados los conceptos de la teoria clasica de Parlange
para deducir soluciones aproximadas, pero de alto grado de precision de la ecuacién de
infiltracion fraccionaria 0 anémala. La ecuacion de la infiltracibn andmala aproximada
resultante es resuelta en serie para los tiempos cortos, sin embargo, se requieren
métodos numéricos para su solucion en todo tiempo; cuestiébn que abre una linea de
investigacion. No obstante, se presenta una primera ilustracion gréafica de la infiltracion
anOmala cuando varia el orden de la derivada fraccionaria temporal.

Palabras claves: Tiempos cortos, solucién en serie, teoria de Parlange generalizada



Facultad de Ciencias
Agricolas y Pecuarias

T
s
H BUAP@

Articulo: COMEII-22010

Introduccién

La ecuacion diferencial que describe el fendmeno de la infiltracion vertical en un suelo
homogéneo es el resultado de la ecuacion de continuidad y la ley de Darcy (1856):

30 _ _oq _ 99
==-2 q(z,t) = —D(0) >, T K(6) 1)
a saber:
ag dK 06
ot 62[ (@) ]_EE @

donde 6 = 0(z,t) es el contenido volumétrico de agua, q(z,t) el flujo de Darcy, z la
coordenada vertical orientada positivamente hacia abajo, t el tiempo, D(6) la difusividad
hidraulica y K(6) la conductividad hidraulica.

La ecuacion (2) se sujeta a las condiciones inicial y en las fronteras siguientes:

t=0, 0 = 0,, z>0 3)
t >0, 0 = 6, z=0 4
t>0, 0 = 0,, Z > (5)

donde 6,es el contenido volumétrico inicial de agua y 6,el contenido volumétrico de agua
a saturacion.

La solucion de Philip (1957) es construida sin embargo al considerar que existe la funcion
implicita z = z(0, t) asegurada por las condiciones inicial y en las fronteras. Utilizando la
identidad (00/0t), = — (0z/0t)e/(02/080);, donde los subindices son las variables que
permanecen constantes en la diferenciacion, el sistema definido por las ecuaciones (1) y
(2) se transforma en:

D(H)

0z _ _a_q _

Pty q(6,t) = 32/36 —=+K(0) (6)
9z | 9 [D(O) ]| _ dk

at ' 20 [62/69] NPT 7)

La solucién en tiempos cortos se desarrolla en una serie de potencias de la raiz cuadrada
del tiempo:

2(60,t) = 32, £,(0)t2 (8)

de radio de convergencia desconocido.
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La serie es la generalizacion de la solucion de la infiltracion horizontal o absorcion
z(6,t) = ¢p(0)\/t, descrita por la ecuacion (7) sin el término proveniente del campo
gravitacional dK /d6, donde ¢(8) es la variable de Boltzmann definida por la ecuacion:

1 ORI
E¢+E[a¢/ae =0 ©)

Sujeta a las condiciones

$(65) =0, $(6o) = o (10)

Teoria

Remplazando la derivada temporal entera por una derivada fraccional, la ecuacion (6) de
continuidad se escribe como:

v-19"2 _ 04
Te 506~ "0 (11)

donde v es el orden de la derivada fraccionaria y . es una escala de tiempo introducida
para que las dimensiones sean congruentes.

Considerando la ley de Darcy, ecuacion (6), la ecuaciéon diferencial que describe la
infiltracion fraccionaria es la siguiente

v-19"z 0 [D®)] _ dK
Te 5o + a8 [62/66] T de (12)

sujeta a las condiciones iniciales y en las fronteras definidas por las ecuaciones (3), (4) y

(5).

Para definir la derivada fraccionaria se introduce la integral fraccionaria de Riemann-
Liouville:

1

o) [t-DVf(@dr  (13)

If (@) =
La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden v esta definida por:
RLDYF(6) = (D™MZVA)(D), n—1<v<n (14)

y la derivada fraccionaria de Caputo-Liouville de orden v:

CLDYF() = UVDM)(t), n—-1<v<n (15)
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En la infiltracion a = 0, cuando 0 < v < 1 setienen=1ycuando 1 <v < 2 se tienen =
2. Se puede mostrar mediante la regla de Leibniz que las dos derivadas estan
relacionadas por:

£®(0)

FDGF(D) = ““DYF(O) + EiSi g n—1<v<n (16)

+k-v)tv-k’
con
BEDYF(E) = o ot = D f(Ddr (17)
DY) = o [y (=DM LR (18)

Las dos definiciones de derivadas son equivalentes para el caso en que f®(0) = 0.
Considerando el caso n = 1, cuando la funcién es una constante f(t) = C # 0 la derivada
de Caputo-Liouville es “*DY f(t) = 0 mientras que la derivada de Riemann-Liouville es
KEDYf() = ¢/[T(1 —v)tY].

En el caso particular en que n = 1 las dos formulaciones:

—2(9 t) =

oty —)atf (t —1)7vz(6,7)dr (19)

v )
—2(0,8) F(1 f (t =)™ 5-z(6,7)dr (20)

son equivalentes en tiempos cortos ya que z(6,0) = 0.

La integracion de la ecuacion de continuidad conduce a expresar el flujo de Darcy como
sigue:

_ 6 9V ~
q(6,t) — K, = 071 eoa—tjde (21)

donde K, = K(6,) es la conductividad hidraulica inicial.

El flujo de infiltracion se obtiene como el flujo de Darcy en la posicion de entrada del agua
al suelo, q,(t) = q(6,,t):

_ 6 oV =
q5(t) = Ko = 707" [p =5 d0 (22)
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La solucion en tiempos cortos

La solucion de la ecuacion (12) se desarrolla, de manera analoga a la ecuacion (8), en
una serie de potencias de t"/2:

2(0,6) = 350 frn(O)E2 (23)

de donde:

atv Zn 1 ((1+ Vn))ﬁ/‘n(e)tz - (24)

ad o ' m
£ = Zn:lf v,n(e)t 2 (25)

Las ecuaciones que definen los coeficientes de la serie se obtienen mediante la
introducciéon de las ecuaciones (24) y (25) en la ecuacion (12). Se muestran las dos
primeras:

vt FE i%f“(m wlml=0 @9

v-1 _ i frv,2(0) d_K
A+ V200 = 5O 222 + 5 @)
Se hace notar que con v = 1 la ecuacion (26) se reduce a la ecuaciéon (9) que define la
variable de Boltzmann con ¢(6) = f;1(6). Aun mas, para el caso general las dos
ecuaciones son equivalentes si se define:

N =

(i)
fu,1(0) = (k) ¢ (6) (28)

El flujo en la posicién de entrada se obtiene mediante la sustitucion de la ecuacion (24)
en la ecuacion (22):

- r 1+%vn _ yn_ O
CIs(t) - KO = anlHTg 1Sv,nt 2 v’ Sv,n = feo ﬁ,’n(e)dg (29)

r 1+%vn—v
La lamina infiltrada acumulada se obtiene de la ecuacién de continuidad

16) — S = (%26, 0)do (30)

r(1+v )

ya que
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(0 - K= L1 -] @)

y considerando las ecuaciones (23) y (29)

vn

K C v [00] -
I(t) — Fg;) =N Synt? (32)

Se debe notar que el primer coeficiente de la serie definida por la ecuacion (32),
considerando la ecuacion (28), se relaciona con la sorbilidad de Philip como:

1
S _ l"(1+%vn) ES 33
Si S, ; y S son conocidos la escala de tiempo se puede calcular con la ecuacion (33).

La solucion en tiempos largos

En tiempos largos se tiene que dz/d6 — o en 6 = 6, y de acuerdo con la ley de Darcy
q; = K, donde K; = K(8,) es la conductividad hidraulica a saturacién. Este resultado se
deduce de la ecuacion (22) considerando que el perfil de humedad se mueve con

velocidad fraccionaria ¥~ 0vz/dt” = (K, — K,)/ (6, — 8,). Tomando la derivada en el
sentido de Caputo-Liouville, esta velocidad se deduce de la ecuacion (20) si:

2(6,6) = §,(8) + — (=) e (34)

donde ¢, (6) es una funcion del contenido volumétrico de agua. Con v = 1 se obtiene el
clasico perfil al infinito estudiado por Philip (1957).

La introduccion de la ecuacién (34) en la ecuacion (30) proporciona el comportamiento
asintético de la lamina de agua infiltrada

1) = I, + < K.t", I = eis ., (0)do  (35)

F(1+ )
donde I, es la ordenada al origen de la ldmina infiltrada.
La solucion de Parlange a la fraccionaria

Para obtener una solucién aproximada valida para todo tiempo se pueden seguir los
trabajos de Parlange. Para empezar, se introduce el concepto de la relacion de
concentracion de flujos acufiado por Philip de los trabajos de Parlange considerando para
el caso fraccionario las ecuaciones (21) y (22):

q(B,t)—Ko _ 6 9Vz
as(®-Ko ¢ 6o OtV

1 (0s0%z

F(6,t) = 9y 307

9246 /ty- dé  (36)
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con0 < F(O,t) <1.

Introduciendo la ley de Darcy en la ecuacién (36) y realizando una primera integracion se
deduce el perfil de humedad:

D(6)

00 F(0,t)[qs(6)—Kol-[K(0)—Ko] do (37)

2(6,t) = [°

Llevando la ecuacion (37) a la ecuacion (30) se deduce la expresion de la lamina infiltrada

Kotz ™" = 05 (6-64)D(6)
10 =105t = Jo, Feomo-r-wor @ ©8)

En tiempos largos cuando el perfil de humedad se mueve con velocidad fraccionaria
constante se deduce de la ecuacion (36) que

0-6o
95_90

gim F(6,t) = (39)
Se puede obtener una integracién aproximada de la ecuacién (38) si se acepta, como en

el caso clasico, que la ecuacion (39) es vélida para todo tiempo y ademas se asume la
relacion entre la conductividad y difusividad de Parlange et al. (1982) siguiente:

K(e)—K(,:(:S ) [1-5+8 [, D(@)dd/[;*D(@)dd|  (40)

Ks—Ko

El pardmetro 0 < B < 1 se puede calcular a partir de las caracteristicas hidrodinamicas
mediante la integracion de la ecuacion (40), es decir (Fuentes, 1989):

=2 [ [5Gt oo pas

Ks—Kp

El resultado de la integracion de la ecuacion (38) es:

_ Kote ™V .y _ Ks—Ko
I(t) r{a+v) t Zﬁ(Ks Ko) [ + ﬁ qs(t)- Ks] (42)

donde se ha utilizado la aproximacion siguiente de la sorbilidad (Parlange, 1975):
2 %200 —6,) f:OSD(B)dH (43)

Para el analisis de la ecuacion (42) se introducen las siguientes variables adimensionales

2(Ks—Ko)?

2(Ks—Kp)
to=="5""1, L(t,) = ——2

(-2, () = 22K (44)

F(1+V) Ks—Kj
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_q1dvI, 2(Ks—Kg)?
qS*(t*) = Tg* 1 arv’ Tex = S—ZOTC (45)
de modo que:
v—1d"L _ B
T T (46)

Notese que la relacion entre la sorbilidad generalizada S, ; y la sorbilidad de Philip,
considerando la escala de tiempo adimensional definida por la ecuacion (45), queda
definida por:

1
ré:”r(l—%v)r (47)

227vr(143v) [ (Ks—Ko) ™

Sv,l = l

La integracion de la ecuacion (46) para v = 1 conduce a la clasica ecuacion de Parlange
et al. (1982):

_ 7 _ 1 . [1-(1-B) exp(-BL)
t, =1, 1_ﬁln[ ; (48)

la cual para f — 0 se reduce a la ecuacion de Green y Ampt (1911):
I.=t.+In(1+1,) (49)
y cuando f — 1 a la de Talsmay Parlange (1972):
I, =t,+1—exp(—1,) (50)

El comportamiento en tiempos cortos de la solucion de Parlange es
_ 1y _ 3/2
L=y2t.+-2-pt + o(’*)  (51)
mientras que en tiempos largos
1 1
I*~t* + ﬁln (E) (52)

en la cual se observa el comportamiento singular de la ecuacion de Greeny Ampt, 8 — 0,
de hecho, en este caso I,~t, + In(t,).

Para el caso general la integracion fraccionaria de orden v de la ecuacion (46)
proporciona:

_oTEmY eVt (L—TIVE
L(t) = r(1+v) L+ B r(v) fo exp[BIL.(T.)]-1 dr, (53)

VII Congreso Nacional de Riego, Drenaje y Biosistemas, 23 al 26 de noviembre de 2022. n
Teziutlan, Puebla, México



Facultad de Ciencias
Agricolas y Pecuarias

<9 BUAP
Y ®

Articulo: COMEII-22010

La solucion de la ecuacion (53) requiere de métodos numeéricos, sin embargo, se puede
deducir el comportamiento de I,(t,) en tiempos cortos. En efecto, se introduce en ambos
miembros la serie definida por la ecuacion (32), IL.(t.) =Z,‘;°=1S§,ntf"/2 en escritura
adimensional, y se identifican los coeficientes (ver anexo). Las expresiones para los

cuatro primeros coeficientes son:

1
r(1-v)]z
51 = [ré:v Fgﬂ (54)
2
_ _mr(apv)(1-36)
V2 S a2
_ T%;VF(l—%V)F(1+%V) B2y 4 S{j‘zz)
;'3_F2(1+%v)+r(1—§v)r(1+%v)( 2 sy 9
. 57VT(1-3v )T (1+v) (ﬁZS{'j‘z 4 2552505 ﬁ) 57
v'4_F(1+%v)1"(1+v)+F(1—%v)l"(1+2v) 12 Svy Syh (57

se debe notar que los coeficientes de la ecuacién (51) se deducen de las ecuaciones (54)
y (55) haciendo v = 1.

En tiempos largos se tendra:

I, = I, + =t (58)

la cual es la ecuacion (35) en escritura adimensional, donde:

— . T%:V t* (t*_T*)v_l
Lo = tl,}—r&ﬁ r'(v) fo exp[fl.(z.)]-1 dr, (59)

siempre y cuando el limite exista.

La Figura 1 muestra los primeros cuatro términos de la serie 1.(t,), S;,t™/? para n =
1,2,3,4 donde S;,, es como en ecuaciones (54)--(57). En particular, se puede observar
que los dos primeros términos de la serie brindan la principal contribucion a I,(t,), por lo
gue se entiende que la aproximacion a dos términos utilizada en la literatura se considera
suficiente para aproximar la infiltracion acumulada; sin embargo, es a partir del cuarto
término que el aporte dado a S, ,, es inferior a 5% del valor acumulado de la infiltracion.

VII Congreso Nacional de Riego, Drenaje y Biosistemas, 23 al 26 de noviembre de 2022. u
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Tiempo de infiliracion §,

(@ v =0.50

12
— Syt
S vagfv

s Dv,3f3 vi2

8 Dv’4t2v

Tiempo de infilfracion £,

(b) v = 1.00

Tiempo de infilfracion t,

() v = 1.50

Figura 1. Primeros cuatro términos de la serie L,(t.), Sy ,t™/? paran = 1,2,3,4 y diferentes
valores del orden de la derivada fraccionaria v y un tipo de suelo representado por f = 0.85

vélido para arenas y arcillas y t; = 1.

La Figura 2 muestra el comportamiento de la infiltracion anémala para diferentes valores
dev, donde v = 1 es el caso clasico. Los fendmenos descritos por la infiltracion anémala
con v <1 se conocen como fendmenos subdifusivos, los cuales indican que el flujo
modifica los medios porosos de tal manera que se desplazan particulas bloqueando
fracturas o canales, donde, para un valor menor de v, hay mayor bloqueo al flujo,
mostrando un valor menor a la infiltracion fraccionada acumulada. Los fendmenos
descritos con v > 1 se conocen como fendmenos superdifusivos, donde el flujo modifica
los medios porosos de tal manera que las particulas crean nuevas fracturas o canales
gue permiten una mayor movilidad al fluido, donde, para un mayor valor de v, hay un
mayor flujo y por lo tanto una mayor infiltracion acumulada fraccionada.

VII Congreso Nacional de Riego, Drenaje y Biosistemas, 23 al 26 de noviembre de 2022.
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15+ - - - - g
— v=1.75
T 10| | v=1.50
s . v=125
g —— v=1.00
£ 5L ]
5 5 — v=0.75
— v=0.50
o 1 — v=0.25

0 1 2 3 -

Tiempo de infiliracion i,
Figura 2 La infiltracion fraccionaria: g = 0.8, 7z = 1, v = 0.25, 0.50, 0.75, 1.00, 1.25, 1.50, 1.75.

La Figura 3 muestra el efecto de B sobre la infiltracién fraccionaria I.(t,) para varios
valores dev. Como se describié anteriormente,  estd asociado con las caracteristicas
hidrodindmicas del tipo de suelo, donde g = 0 corresponde a un tipo de suelo lineal
resuelto por Green y Ampt para v = 1. § = 1 corresponde a la solucion dada por Talsma
y Parlange conv = 1. Ademas, la Figura 3 muestra como el efecto de v es mayor que S
para determinar el valor de la infiltracion acumulada fraccional I.(t,); es decir, el
comportamiento anémalo del suelo tiene un mayor impacto en la infiltracion acumulada
en comparacion con el tipo de suelo. Por otro lado, se puede observar que, para un valor
fijo dev, los valores extremos de £ limitan el comportamiento de la infiltracion.

10

[ws]

Lamina infiltrada [,

Tiempo de infiltracion £,
Figura 3. Aproximacion en tiempos cortos para la infiltracién fraccionaria considerando
diferentes tipos de suelo representados por g = 0.0,0.25,0.5,0.75,1.0,cont; =1y v =
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0.5,1.0, 1.5, respectivamente. Los resultados en verde corresponden a v = 1.5, los resultados en
naranjaa v = 1.0 y los resultados en azul a v = 0.5, donde una linea mas discontinua indica un
valor menor para f3.

Conclusiones

Se han presentado las ecuaciones diferenciales, que resultan de los principios de
conservacion de la masa y de cantidad de movimiento a través de la ley de Darcy, para
describir los procesos de transferencia de masa y energia en el suelo especialmente en
el fendmeno de la infiltracion. En particular se considera la ecuacion diferencial en la cual
el espacio es una funcion de la cantidad de agua y del tiempo, en lugar de que la cantidad
de agua es funcion del espacio y del tiempo, tal y como fue considerado por Philip en los
afios cincuenta del siglo veinte para deducir la famosa solucion en serie en la raiz
cuadrada del tiempo y de radio de convergencia aun desconocido, valida para tiempos
cortos. En la ecuacién diferencial la derivada parcial entera del espacio con respecto al
tiempo ha sido remplazada por una derivada de orden fraccionaria en el sentido de
Caputo para tomar en cuenta los procesos de memoria que el suelo hereda al agua en
su transito por el medio poroso. Con estas consideraciones se ha deducido una solucion
en serie del fenomeno de la infiltracién, pero en funcidn del tiempo elevado a la mitad del
orden fraccionario de la derivada temporal; cuando este orden es la unidad se obtiene
como caso particular la solucion clasica de Philip. Para extender la ecuacion diferencial
fraccionaria temporal asi deducida a todo tiempo del fendbmeno de la infiltracion, se han
retomado y adaptados los conceptos de la teoria clasica de Parlange para deducir
soluciones aproximadas, pero de alto grado de precision de la ecuacion de infiltracion
fraccionaria o0 anémala. La ecuacion de la infiltracién anémala aproximada resultante es
resuelta en serie para los tiempos cortos, sin embargo, se requieren métodos numéricos
para su solucion en todo tiempo; cuestion que abre una linea de investigacion. No
obstante, se presenta una primera ilustracion gréfica de la infiltracibn anémala cuando
varia el orden de la derivada fraccionaria temporal.
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Anexo

En la ecuacion (53) se utiliza el siguiente desarrollo en potencias:

B _ oo x pn=2)v/2
exp[B Y, Syal-1 - Zn:l b"’"t* (60)

donde, para los primeros cuatro términos, se tiene

* _ 1 * — E S'TI,Z

1T g ve=-(+5) (61)

. _ B*Sy1  Sy3 n Syl x B>S, n 28,2803 Sv2  Sua (62)

v3T 12 s sy vAdT 12 A Sh SA
La introduccién de la ecuacion (60) en la ecuacién (53) proporciona:

1-v -z, )v-1 r(1+(>-1)v
Tex t. (t* T*) 1- (o] ( (2 ) ) * nv/Z
dt, = 1.,V Ype1 ——5<5—=by 4t 63
P r(v) fo exp[Bl.(z.)]-1 e Xn=1 r(1+§v) vin (63)
De la ecuacién (53) se deduce la expresion
vn 1-v r(1+(2-1)v
o0 — Tcx 1-v (oo ( (2 ) ) x 4nv/2
2 = — —_ s 7 7
Yn=1Svnt r(1+v) + Ter ¥ Xne1 F(1+§v) by at. (64)
la cual permite identificar los coeficientes
r(1+(2-1)v
o)y
Syn=1iv] T (*5“) | (65)
1+b;,, o
r(14v) n=2

Los primeros cuatro términos de la serie de la infiltracién se obtienen con la combinacién
de las ecuaciones (61), (62) y (65) y son reportados en las ecuaciones (54)--(57).
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