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Resumen

Los sistemas de drenaje subterraneos son usados para controlar el nivel freatico y
para reducir o prevenir la salinidad del suelo. El flujo de agua es descrita por la
ecuacion de Boussinesq de los acuiferos libres y la ecuacion adveccion dispersion
es usada para estudiar el transporte de lo solutos. En este trabajo se presenta una
solucion en diferencias finitas de la ecuacion adveccion dispersion usando una
condicion de radiacion lineal en los drenes. Los parametros de las ecuaciones son
estimados a partir de una metodologia basada en la curva granulométrica y
problemas inversos. Los valores del flujo de agua que requiere la ecuacién
adveccion dispersion se obtienen a partir de la solucion de la ecuacién de
Boussinesq, donde se usa una condicion de radiacion fractal y porosidad drenable
variable. Para evaluar la capacidad descriptiva de la solucion, se utilizan datos
obtenidos a partir de un experimento de drenaje realizado en laboratorio. Los
parametros medidos en el experimento fueron el pH, temperatura y conductividad
eléctrica para encontrar la concentracion de sales. La evolucion de la concentracién
de sales es reproducida con la solucion en diferencias finitas aqui presentada
encontrando la dispersividad a partir de la modelacion inversa. Los resultados
muestran que la solucidn puede ser utilizada para el disefio de sistemas de drenaje
agricola, para mejorar el desarrollo del cultivo, en funcién de sus requerimientos de
agua y del grado de tolerancia a la salinidad.

Palabras clave adicionales: Ecuacién de Boussinesq, suelo salino, diferencias
finitas, dispersividad, modelacion inversa.
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Introduccién

En México se tienen 6.46 millones de hectareas bajo riego ubicadas principalmente
en el centro y norte del pais (CONAGUA 2015). Uno de los principales problemas
que se ha venido observando en los ultimos anos es el ensalitramiento de las
zonas de riego y por consiguiente el abandono de estos terrenos. Hasta el afo
2000, se estimaba que 2 millones de hectareas bajo riego tenian niveles bajos de
produccion por la influencia salina en las tierras agricolas (Feuchter 2000).

El proceso de ensalitramiento bajo riego ha adquirido magnitudes considerables,
provocando que en la actualidad, el 33.0% de la superficie bajo riego se encuentre
afectada por algun grado de salinidad, disminuyendo notablemente la productividad
de algunos distritos de riego y causando pérdidas economicas.

Ante el grado de afectacion de la salinidad en los distritos de riego del pais, 10,000
ha anuales (Feuchter 2000), una alternativa técnica y econdmica para recuperar el
suelo es el drenaje agricola subterraneo, considerando siempre la interaccion de
esta tecnologia con el medio ambiente. Estos sistemas, abaten los niveles del
manto freatico y disminuyen la concentracion de sales en el perfil del suelo.

La dinamica del agua en los sistemas de drenaje ha sido estudiada con la ecuacion
de Boussinesq de los acuiferos libres, la cual ha sido resuelta utilizando la técnica
del elemento finito (Zavala et al. 2007), diferencias finitas (Chavez et al. 2011),
entre otras. La dinamica de los solutos, siguiendo esencialmente el movimiento del
agua, sigue la ley de Fick. Esta ley es fenomenoloégica como la ley de Darcy. El
propio transporte de las sustancias en el agua seria incompleto sino se agregan
términos convectivos.

Lo anterior resulta en la ecuacion de adveccidén-dispersion, nombrada por la
gravedad y por la ley de Fick. La sustancia también esta en la fase gaseosa del
suelo y adsorbida en la fase solida; la primera se desprecia con fines de
modelacién del transporte en agua, pero es importante en cuanto a la cantidad de
fertilizantes que se van a la atmdsfera en un momento dado, y para incorporar la
segunda se debe conocer la relacion entre la sustancia que transporta el agua y la
que adsorbe e intercambia la estructura sélida del suelo, esta relacion es conocida
como la isoterma de adsorcién.

De esta manera, el presente trabajo tiene como objetivo resolver la ecuacién
unidimensional de adveccion-dispersion utilizando la técnica de diferencias finitas,
acoplada con la ecuacion de Boussinesq para modelar el transporte de solutos en
sistemas de drenaje, asumiendo que el soluto esta concentrado en la fase liquida
principalmente.
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La ecuacion de Boussinesq

En el estudio de la dinamica del agua en sistemas de drenaje con la ecuacion de
Boussinesq (1904), se asume generalmente que las variaciones de la carga
hidraulica a lo largo de los tubos de drenaje (direccidn y) son despreciables con
respecto a las variaciones de la carga en un corte transversal (direccion x). Asi, la
ecuacion a resolver en el dominio mostrado en la Figura 1 se reduce a una

dimension, que resulta de la ecuacion de continuidad (6(vH)/at+ 0(Hq)/0x =Rw)
y de la ley de Darcy ( q=-K, dH/dx), a saber:

p(H)%z%[T(H)z—S}rRW (1)

donde H :H(x,t) es la carga hidraulica contada a partir de un estrato
impermeable, y es una funcion de la coordenada horizontal (x) y del tiempo (t); q
es el flujo de Darcy o caudal por unidad de area; K, es la conductividad hidraulica
a saturacién; v=v(H) es la porosidad drenable como una funcién de la carga; R,
es el volumen de recarga en la unidad de tiempo por unidad de area del acuifero.

z=Hs

H(x,t)

Hi=0

s

\ \
L
\ |

Figura 1. Esquema de un sistema de drenaje agricola subterraneo.

El caudal unitario de agua Q, = Hq es proporcionado por:

Q=-T(M5 5 T(H)=KH @

donde T(H) es la transmisibilidad.
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La capacidad de almacenamiento de acuerdo con Fuentes et al. (2009) esta
definida por:

u(H)=0,~0(H—H,) 3)

donde O, es el contenido de humedad a saturacion; y 6(H-H,) representa la

evolucion del contenido de humedad en la posicion z=H_ mientras la superficie
libre desciende.

La porosidad drenable

Para calcular la capacidad de almacenamiento y la porosidad drenable es
necesario proporcionar la curva de retencion de humedad del suelo. En la literatura
es bastante comun representarla con la ecuacion de van Genuchten (1980):

G(W):er+(9S—er)[1+(\|//\|/d)“]m, donde v es el potencial del agua en el suelo

definido por v :(H—z), Vy, un parametro de escala de la presion, 0, el contenido

volumeétrico de agua a saturacion, 0, el contenido de humedad residual, m y n

parametros de forma adimensionales y positivos. Introduciendo esta ecuacion en la
ecuacion (3) proporciona la capacidad de almacenamiento:

—m

H-H)
H)=(6 -6 )<1-]|1 s 4
n(H)=(6,-9,) +(|Wd|] (4)

El contenido de humedad a saturacién puede ser asimilado a la porosidad total (¢ ),
la cual es estimada a partir de la densidad total del suelo seco (p, ) y de la densidad
de las particulas (p, ) con la férmula ¢ =1-p,/p, ; el contenido de humedad residual
puede ser asumido igual a cero.

Condiciones inicial y de frontera

La carga hidraulica contada a partir del estrato impermeable H(x,t) esta

relacionada con la carga h(x,t) contada a partir de los drenes, de acuerdo con la
Figura 1, por:

H(x,t)=D,+h(x,t) (5)

donde D, es la altura de los drenes a partir del estrato impermeable. La variacion

transversal de h al inicio del proceso de drenaje es considerada como la condicion
inicial:
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h(x,O)zhs(x) (6)

En cuanto a las condiciones de frontera o condiciones en los drenes ubicados en
x=0 y x=L, se han asumido formas diversas: abatimiento instantdneo en los
drenes o condicion de Dirichlet (Dumm 1954), flujo proporcional a la carga o
condicion de radiacion lineal (q o«c h)) (Fuentes et al. 1997; Fragoza et al. 2003), y de

radiacion fractal (Zavala et al. 2004, 2007). Siendo la ultima la que ha dado mejores
aproximaciones a los datos experimentales, la cual es escrita como:

2s
K a—hiqs(EJ =0 ; x=0,L (7)

donde el signo positivo corresponde al dren posicionado en x =0; el negativo al
posicionado en x=L; q, es el flujo correspondiente y depende de las

caracteristicas de la interfaz suelo-dren. En cuanto al exponente s, los autores
argumentan que esta definido por s=D/E, donde D es la dimensién fractal

efectiva de la interfaz suelo-dren y E =3 es la dimension de Euclides del espacio
fisico. La relacion entre s y la porosidad efectiva de la interfaz es proporcionada

por la ecuacién presentada por Fuentes et al. (2001): (1—4))5 +¢> =1. La ecuacién

(7) contiene como casos particulares la condicion de radiacion lineal cuando s =1/2

y una condicion de radiacion cuadratica cuando s=1. El gasto de agua que fluye a
través de la frontera por unidad de longitud de dren en un sistema de drenes
paralelos se obtiene de las ecuaciones (2), (5) y (7):

Q,(t)=2[D, +h(0,t)]q,[h(0,t)/n, ]" (8)

La evolucion temporal de la lamina drenada se calcula con la siguiente expresion:
z(t)=—de(?)dT (9)

donde t es una variable de integracion.
La ecuacion adveccion dispersion

La ecuacién adveccién dispersion que rige el transporte de solutos en el suelo en
su forma unidimensional resulta de la ecuacién de continuidad:

o(0€) 20 . (10)
ot 1)'e

y de la ley dinamica
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q. =qC—0Da = (11)
15,4
es decir
o(6C) 9o(qC
( )+ (a )=i|:6Daa—C:|+RS (12)
ot ox Ox

donde Da es el coeficiente de difusién del soluto en el agua; C la concentracion
total del soluto en el suelo y R, es el téermino donde se incluyen ganancias o

pérdidas del soluto debidas a las reacciones quimicas y a la extraccién de las
plantas. Es importante hacer notar que 6 se obtiene del modelo del flujo de agua.

Los compuestos solubles en agua y que tienen una presion de vapor despreciable
en general, pueden existir en tres fases del suelo. Pueden estar disueltos en el
agua, como vapor en la atmésfera del suelo y como fase estacionaria adsorbida a
la materia organica del suelo o en las superficies minerales de arcilla. La

concentracion de volumen total (CT) del compuesto, expresada en unidades de
masa por volumen de suelo puede ser escrita como:

C; =aC,+0C, +p,C, (13)

donde C, es la concentracion gaseosa del compuesto (masa del compuesto en
vapor por volumen de aire), C, es la concentracion del compuesto disuelto (masa
del soluto por volumen de solucion), C,es la concentracion del compuesto

absorbido (masa del sorbante por masa de suelo seco), a es el contenido
volumétrico de aire (volumen/volumen de suelo), 6 es el contenido volumétrico de
agua (volumen/volumen de suelo), y p, es la densidad aparente. Asi, la

concentracion de la sustancia con respecto al volumen del medio poroso (C,),

sera el resultado de una parte que esta en el agua, en el aire y su equilibrio
dindmico con la fase que la genera. Generalmente, la parte de la misma en
estudios en escalas de tiempo pequenos, como el riego y el drenaje de un medio
poroso, la fase gaseosa no es considerada, razon por la cual, en este trabajo se
ignora la concentracion en la fase adsorbida, la concentracion en la fase gaseosa y
el término R, .

El esquema numérico

El esquema numérico utilizado parte de la suposicion de que el soluto esta
concentrado en la fase liquida principalmente. A nivel de la escala de Bousinesq el
contenido volumétrico de agua es asimilado como el producto de la porosidad
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drenable por la carga (Oon). Asi, la ecuacién de adveccion-dispersion de
transporte de una especie que se resuelve es:

0(vHC) o(HaC) ZQ[UHDaa—C}'Rs "
ot Ox

La solucion numérica de la ecuacion (14) es planteada por Chavez et al. 2014 y es
el que se sigue en este trabajo.

La condicién de radiacion lineal

La condicién de frontera tipo radiacion, o condicion mixta, consiste en aceptar una
variacion lineal entre el flujo dispersivo y la diferencia de concentracion con el

medio externo (C,,) y la frontera, para todo tiempo. La condicién de radiacion
lineal es debida originalmente a Newton quien postula que el flujo de calor en la
frontera de un cuerpo es proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo

y el medio que lo rodea; el resultado es equivalente a una ley de tipo Ohm en
electricidad. Para linealizar estas condiciones, se introduce una generalizacién del

coeficiente de conductancia adimensional (k,), de esta manera:
—_— + K . = 0 15
5 (15)

La seleccion de los incrementos espacial y temporal es ampliamente discutida por
Chavez et al. (2014), en el cual se realiza una comparacion del abatimiento de la
superficie libre para todo tiempo entre los resultados obtenidos con la solucion en
diferencias finitas de la ecuacién de Boussinesq y los resultados obtenidos con una
solucion analitica reportada en la literatura. Se concluye que los valores 6ptimos de
interpolacion que minimizan la suma de los cuadrados de los errores son y=1y

®=0.98, para el espacio y tiempo respectivamente.

Resultados
Fase experimental

Para evaluar la capacidad del modelo, se realiza una prueba de drenaje en un
contenedor rectangular con las siguientes caracteristicas: profundidad de los
drenes H, =120 cm; profundidad del estrato impermeable D, 6 =25cm; separacion
entre drenes L =100 cm; didametro y longitud de los drenes d=5cm y /=30cm. El

suelo utilizado es de textura limosa con caracteristicas salinas. Este, fue pasado
por el tamiz de 2 mm y colocado en el contendor a una densidad promedio de

p, =1.1408 g/cm’ . El contenido de humedad a saturacién del suelo corresponde a
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0, =0.5695cm’/cm’ y la dimension fractal relativa obtenida es s =0.7083, definida

de manera implicita por la ecuacion (1-¢) +¢> =1.

Las caracteristicas hidrodinamicas

En este trabajo se utiliza la curva de retencion de humedad de van Genuchten
(1980) y un modelo de conductividad hidraulica de Fuentes et al. (2001)

sm 2
denominado “poro de la media geométrica” {K(@):KS [1—(1—@)‘/“’) } } con la

restriccion 0 <sm=1-2s/n<1; donde K_ es la conductividad hidraulica saturada y
© el grado de saturacion efectivo definido como ©=(6-6,)/(6,-6,).

La curva granulométrica

Los parametros de forma m y n de la curva de retencidén son obtenidos a partir de
la curva granulométrica (Fuentes 1992) ajustandola con la ecuacion

N -M
F(D)=[1+(Dg/D) } donde F(D) es la frecuencia acumulada, basada en el

peso de las particulas cuyos diametros son inferiores o iguales a D; D, es un

parametro caracteristico del tamano de las particulas, M y N son dos parametros
de forma empiricos. Estos parametros son reescritos de la siguiente manera;

M=my N :[1/2(1—s)]n. Los parametros ajustados se muestran el cuadro I. En la

Figura 2 se muestra la curva granulométrica experimental y el mejor ajuste
obtenido con D, =36.2993um y m=0.3410 con una raiz del error cuadratico medio

de RECM =0.1477.

Cuadro 1. Valores de los parametros de ajuste de la curva granulométrica y la lamina

drenada
Parametros de ajuste
Modelo K. v, < RECM
(cm/h) (cm) (adim) (cm)

Poro de la Media

.l . 1.5458 143.87 0.0616 0.2195
Geomeétrica
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Figura 2. Curva granulométrica experimental y ajustada.

La lamina drenada y los parametros de escala

Los parametros de escala (y,,K,) se obtienen a partir del problema inverso,
utilizando la lamina drenada medida y un algoritmo de optimizaciéon no lineal de
minimizacién Levenberg-Marquardt (Marquardt 1963). Los incrementos espacio
temporales usados durante todo el proceso de simulacion son Az=0.00lcm y
At=5x10"h. En la Figura 3 se muestra la evolucién de la lamina drenada

experimental y la [amina drenada teodrica calculada con la solucién en diferencias
finitas de Chavez et al. (2014) usando la capacidad de almacenamiento variable,
condicion de radiacion fractal en los drenes y el modelo de poro de la media
geométrica. Para linealizar las condiciones de frontera se introduce una

generalizacién del coeficiente de conductancia (k) (ver Zavala et al. 2007) mismo

que es optimizado. El contenido volumétrico de agua residual es asimilado como
cero (6, =0.0 cm’/em’).
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Figura 3. Evolucion de la ldmina drenada experimental y la lamina drenada calculada
Analisis del contenido de sales

Durante el proceso de drenaje del modulo, se realizaron mediciones del pH,
temperatura y la conductividad eléctrica de las muestras de agua, a intervalos de
tiempo definidos. El sensor utilizado para realizar las mediciones es un sensor
CONDUCTRONIC PC 18. Los valores de conductividad eléctrica se realizaron a la
temperatura registrada con el sensor. No obstante para cuantificar de buena
manera la conductividad es importante llevarlo a un valor estandar de 25°C, por lo
que los valores se tuvieron que corregir. El factor de correccion utilizado de
acuerdo con Villareal y Bello (1964) es de 2-3% por cada grado centigrado en que
se mida por debajo de la temperatura estandar. Tomando el promedio (2.5%), los
resultados son mostrados en la Figura 4.

De acuerdo con Villareal y Bello (1964), la relacion entre la conductividad eléctrica
y la concentracion es:

C=640x CE (16)

donde C es la concentracion expresada en (mg/l) y CE es la conductividad
eléctrica expresada en (dS/m) o (mmhos/cm).

Al aplicar la ecuacién (16) a los datos medidos se obtiene la variaciéon de la
concentracion a través del tiempo expresada en gramos por litro (Figura 4).

Utilizando la solucion numérica para el transporte de solutos, acoplado a la

ecuacion de Boussinesq para simular el comportamiento de la concentracion en el
perfil del suelo, se utilizan los parametros hidraulicos, obtenidos del analisis

10
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anterior. El valor desconocido de la solucion, coeficiente de dispersividad (x) es

estimado con el procedimiento de minimos cuadrados. La condicién inicial dada al
sistema es la medida en la muestra inicial (C,; =2.4g/1), tomada como constante
en todo el sistema, y se establecié una condicion de radiacion en la frontera de los
drenes. El valor de la dispersividad que minimiza la suma de cuadrados de los
errores es A =91.80 cm, con un error cuadratico medio entre los valores observados
y los medidos en el médulo de drenaje ECM =0.1063¢g/1. La evolucion de la

concentracion estimada con la solucidon en diferencias finitas y la concentracion
medida se muestran en la Figura 4.

4.5

4.0
= e o)
2 o o2
c
0 3.5 1
o
g
® 3.0
3]
c
)
(&}

2.5 4

O Experimental
—— Tedrica
2.0 ‘ . . ‘
0 40 80 120 160 200

Tiempo (h)

Figura 4. Evolucion de la concentracién de sales medida y estimada con la soluciéon
numeérica

Los resultados mostrados en la Figura 4 indican que la estimacion de la
concentracion de sales en los drenes en el tiempo es aceptable. Las diferencias
entre la concentracién estimada con la solucion es minima, esto se ve reflejado en
el ECM. La evolucion tedrica de la concentracion muestra que en los tiempos
cortos, cuando el flujo de agua es mayor, la concentracién del contenido de sales
se incrementa fuertemente, y en los tiempos largos tiende a una asintota, lo cual
indica que el sistema no puede continuar extrayendo sales del sistema. Sin
embargo, como se ve, en los tiempos largos el parametro obtenido sobre estima los
datos medidos. Cuenta tenida de lo anterior, se procedio a realizar una segunda
optimizacién, pero ahora con la masa acumulada.

Para obtener la masa acumulada es necesario obtener el gasto de solutos. El gasto

de solutos, Figura 5, es estimado multiplicando el gasto hidraulico por la
concentracion de sales medida en el intervalo de tiempo. Con el gasto de solutos,

11
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se estima la masa de solutos acumulada, multiplicando el gasto de solutos por el
intervalo de tiempo (Figura 5).

7.0
6.0 -
=
~ 5.0 -
2
[72]
S 40
=2
o
(72}
o 3.0
-] o
o
i
B 2.0 1 .
o O Experimental
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0.0 : : —_— —
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Figura 5. Gasto de solutos (g/h) del sistema de drenaje
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Figura 6. Evolucion de la masa acumulada con la solucion numérica

Puede verse que las curvas teoricas reproducen de buena manera los datos
experimentales. La discrepancia en algunas partes de la grafica puede deberse al
intervalo de tiempo en el que se realizé la medida del gasto y la concentracion,
pero en general, la reproduccion de los datos experimentales con la solucion es
aceptable. El error cuadratico medio para el gasto de solutos corresponde a
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ECM =0.1842 g/1, mientras que para la masa acumulada el error corresponde a
ECM =0.1104 g . El gasto de solutos decrece rapidamente, de la tal manera que 20

horas después de haber iniciado el drenaje ha disminuido 5 6rdenes de magnitud.
En los tiempos largos, el comportamiento del gasto tanto te6rico como experimental
tiende a ser constante.

El valor de la dispersividad A que minimiza la suma de cuadrados de los errores es
A =98.03cm con un error cuadratico medio ECM =0.1010g. Puede verse que el

valor de la dispersividad para esta optimizacion respecto a la anterior
(concentracion) tuvo un incremento del orden de 6 cm.

El ajuste del modelo con la masa acumulada nota un ligera mejoria con relacion a
la concentracion, esto puede verse en la disminucién de los valores del error
cuadratico, esta disminucién es debida a que a se toma en cuenta el gasto de los
solutos por unidad de tiempo y la masa de solutos se va acumulando en el tiempo,
mientras que en la concentracién se tiene solamente una medida puntual en
gramos por litro a intervalos de tiempo, y no la acumulada. No obstante, utilizar la
concentracion de sales en el agua como primer estimador de la dispersividad por el
método inverso es aceptable, ya que da una idea de los parametros del sistema.

Conclusiones

Se utiliza la ecuacién unidimensional de adveccion-dispersién para modelar la
evolucion temporal de la concentracion de sales evacuadas por un sistema de
drenaje agricola con el método de diferencias finitas. La solucién requiere de los
valores del flujo de agua previamente obtenidos con la solucién de la ecuacion de
Boussinesq. Los parametros de escala se obtuvieron mediante el problema inverso
a partir de la lamina drenada. La reproduccién de la concentracidon de sales totales
se realiz6 con la concentracion de sales totales y la masa acumulada, optimizando
la dispersividad. Siendo la optimizacién de la masa acumulada la que dio mejores
resultados en cuanto al criterio de error cuadratico medio entre los valores tedéricos
y experimentales, ya que es una propiedad integrada en el tiempo y la
concentracion es observada a niveles puntuales. La solucion utilizada acoplada a la
ecuacion de Boussinesq, reprodujo de manera satisfactoria los datos medidos,
tanto en los tiempo cortos, donde se la variacion de la concentracion es fuerte,
como en los tiempos largos donde los valores de la concentracidon tienden a una
asintota. Este valor asintético de la concentracién depende de la separacion entre
drenes del sistema de drenaje agricola. Finalmente, para el disefio de los sistemas
de drenaje parcelario en sitios con problemas de salinidad, es necesario tener en
consideracion la concentracion inmediata de sales a la que se quiere llevar al suelo
para poder sembrar un determinado cultivo, ya que una mala eleccion en el calculo
de la separacion entre drenes puede ocasionar que la disminucion de la
concentracion de sales en el perfil producto del lavado del suelo tarde mas de lo
esperado. En consecuencia, la resolucion de las ecuaciones diferenciales de los
procesos de transferencia de agua y transporte de solutos, y la caracterizaciéon
hidrodinamica del suelo en un sistema de drenaje agricola subterraneo, sera una
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herramienta util para el disefio de nuevos sistemas que permitan el desarrollo
optimo de los cultivos en funcidn de sus necesidades hidricas y del grado de
tolerancia a la salinidad.
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