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Ecuaciones (Richards) (&@

Ecuacion de Richards en una dimension espacial:

CSUO'P_(’) K (W o¥ |
(V)= = ()(E—)

e Zeslaprofundidad

e teseltiempo

e Y =Y(zt)eslapresion en el tiempo t y profundidad z
 ( eslacapacidad especifica

K esla conductividad hidraulica




Ecuaciones (Contenido de humedad) %@

6.—0
0, + Slp';lm Y <0
o(¥) = (”(w_d))
0, Y >0

* 0O,vy0., sonlos contenidos de humedad a saturacion y residual respectivamente
* My nson parametros de forma

« W, esuna valor caracteristico del suelo

0 es el contenido de humedad dada una presiéon ¥




Ecuaciones (Conductividad hidraulica) (%

Ecuacion de Brooks y Corey para la conductividad hidraulica:

0—-0.\"
S Tr

* 0O,y 0., sonlos contenidos de humedad a saturacidén y residual
respectivamente

* K eslaconductividad hidraulica a saturacion
* 17 es un parametro de forma
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Discretizacion temporal &9

Haciendo t = {t,, t4, ..., t,,}, la ecuacion de Richards se transforma en la
siguiente ecuacion:

C(l}’(tk))alp(tk) 9 (K(tp(tk))( 7 () 1))

aty

'P(tk)

Solucionando con el método explicito el operador

lIf(tk+1) P(t,) o (K(q,(tk)) (a'P(tk)

c(¥(ty)) —

k — tk aZ

Observar que Y (t;,) es el vector de presiones en el tiempo ¢,
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Discretizacion temporal &”‘

Del método explicito se obtiene una regla de recurrencia para
encontrar W (t;) dado W(t;_1):

Ctgyr—t 0 oY (&)
V(tgs1) = (¥t 22 (K(‘P(tk))< Fy 1)) + ¥ (t;)

El método explicito no puede ser usado en las profundidades z; si
C(¥(ty,2z;) =0
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Discretizacion temporal %

Usando el método implicito, la ecuacion de Richards se transforma en
la siguiente ecuacion:

(@) w(tk) 'lf(tk ) _ 9 (K(lp o) (a'#(tk) B 1))

— & _ 0z

En los puntos z; donde C(‘P(tk, ,)) = ( si se puede utilizar el

método |mpI|C|to Sin embargo la ecuacidon anterior no puede ser
resuelta directamente para ¥ (t;,), por lo que hay que utilizar algun
método de optimizacion.




Gradiente conjugado no lineal (&

El algoritmo “Gradiente conjugado no lineal” requiere una funcion de
error a minimizar, en este caso se utiliza la ecuacion del modelo

implicito. La funcion de error E(‘P(tk)) queda definida como:

E(W(ty)) =

C(lzu(tk)) lP(tk) T qj(tk—l) d (K(qj(tk)) (dlp(tk) 1>>||

Aty




Gradiente conjugado no lineal %@

Paso 1: Se escoge x, = W(ty)
Paso 2: Ax, = —V,E(X,) para los puntos donde C(x,) = 0
Paso 3: oy = arg min(E(XO + - AXO))

(0.4

Paso 4: x; = Xy + 0 - AXg
Paso 5: sy = AX,

Del el paso 1 al paso 5 es la parte donde basicamente se inicia s




Gradiente conjugado no lineal (&

Paso 6: Ax, = —V,E(x,) para los puntos donde C(x,) = 0
Aan-AXn

AXn—lT'AXn—l

Paso 7: } =

Paso 8:s, = Ax, + B sp_1

Paso 9: a, = arg min(E(Xn T o AXn))
(0.4

Por ultimo se escoge X,,,.1 como la solucion a las presiones en el
tiempo k, obsérvese que solo aplica para los puntos donde C(x,,) = 0.
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Discretizacion espacial , &9

Para las derivadas espaciales (lado derecho de la ecuacion) se utilizan
los esquemas de diferencia finita centrada e interpolacion con
polinomios. La aproximacion con polinomios permite aplicar
derivadas de “cualquier” orden (fraccional o entera) sobre las
derivadas espaciales.

Obsérvese que el método tampoco hace inferencia sobre la
dimension de ¥. Heciendo que este método sea util para Richards 2D

y 3D.
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Figura 1. Evolucién temporal de dos laminas infiltradas con los mismos pardmetros fisicos y diferentes discretizaciones.
Parametros fisicos: 8s=0.45, r=0.0, ¥cte=4.5, ¥ini=0.012, m=0.381, n=3.63.
Verde: 4z=3.125, At=.001, tiempo de simulacién: .5 segundos.
Magenta: 4z=.75, At=.0001, tiempo de simulacién 20 segundos.




Resultados

Lamina infiltrada (em)

0.0 | | |
0.0 769 15.38 23.07 10
Tiempa (min)

Figura 2. (Verde) Simulacién de la ecuacién de Richards.
(Magenta) Simulacién de la ecuacién de Richards con derivada fraccionaria igual a 0.98 en la expresién d¥dz.
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Resultados

L. 1. L. 1. L. 1. L. 1.
1/2.69 16/12.99 31/20.39 46(26.55

2(4.03 17|13.44 32/20.83 47(26.99

3|5.04 18|14 33|21.17 48(27.44

4(5.71 19|14.45 34/21.62 49(27.89

5/6.5 20|15.01 35/22.18 50|28.23

6|7.17 21|15.68 36|22.51 51/28.67

7|7.84 22(16.13 37(22.96 52(29.12

8(8.51 23|16.69 38(23.3 53/29.46

9(9.18 24(17.14 39|23.75 54/29.79 e ad '
10|9.86 25|17.59 40(24.19 55/30.13 __‘,..--r"‘
11/10.42 26|18.15 41(24.53 56/30.58 e
12|10.98 27|18.59 42(24.98 57(30.91 ‘.__‘_,.f--""‘
13(11.54 28(18.93 43|25.43 -
14|12.1 29(19.38 44(25.76 ,,./"
15|12.55 30/19.94 45(26.1 (

Figura 3. (Izq.)Tabla con los datos de infiltracién a optimizar, L.I. es la lamina infiltrada y t es el tiempo en minutos.

(Derecha) Grafica que resulta al aplicar el algoritmo de Levenberg-Marquardt, después de dos minutos y cinco iteraciones.

Los parametros de inicio son Yd=-10y Ks=.3, Los parametros finales son ¥Yd=-18.6y Ks=.325
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